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Grundvorstellungen zum Differenzen- und Differentialquotienten

Giinther Malle, Universitit Wien

1. Einleitung

Die folgenden Ausfithrungen verstehe ich als einen Beitrag zur Diskussion um die Kernstoffe
des Mathematikunterrichts der AHS-Oberstufe. In letzter Zeit ist diese Diskussion wieder
stirker aufgeflammt, wofiir man unter anderem die folgenden Griinde angeben kann:

a) Orientierungshilfen im Mathematikunterricht: Lehrerinnen und Lehrer stéhnen unter der
Stofffiille des Lehrplans. Objektiv betrachtet ist diese Stofffiille nicht immer in dem AusmaB
gegeben, wie geglaubt wird. Viele Schwierigkeiten kommen dadurch zustande, dass im
Mathematikunterricht viel Uberfliissiges (nicht den Lehrplanintentionen Entsprechendes)
gemacht wird. Zum Teil handelt es sich sogar um traditionell Liebgewonnenes, das schon seit
lingerer Zeit nicht mehr im Lehrplan steht (wie etwa die Beriihrbedingungen in der
Kegelschnittslehre). Wenn man sich auf das Wesentliche konzentriert, erscheint der
Stoffdruck zumindest in einem milderen Licht. Aber was ist wesentlich? Zu dieser Frage
erwarten sich viele Lehrerinnen und Lehrer Orientierungshilfen. Die Lehrbiicher lassen einen
dazu weitgehend im Stich (es ist wahrscheinlich auch gar nicht méglich, solche Gewich-
tungsfragen in einem Lehrbuch adiiquat zu iibermitteln). Es ist heute auch nicht mehr
moglich, dass gewisse ,Experten” autoritir festlegen, was als wesentlich zu gelten hat.
Derartige Festlegungen kénnen nur mehr im Rahmen einer breiten (mdglichst internationalen)
Diskussion erfolgen, an dem sich aile Betroffenen beteiligen konnen. Der Versuch, Kernstoffe
(besser: Kernwissen) festzulegen, ist als Teil einer solchen Diskussion anzusehen.

b) Empirische Studien: Verschiedene empirische Untersuchungen, vor allem die TIMS-
Studie, haben in geradezu erschreckender Weise gezeigt, dass bei unseren Maturanten (wie
auch jenen anderer Liinder) ein gewisses Grundwissen (Grundverstindnis) in Bezug auf
einfache ‘Sachverhalte nicht vorhanden ist, obwohl man bisher dieses Vorhandensein als
selbstverstindlich erachtete. Das Paradebeispiel dafiir ist das Prozentrechnen. Angeblich
koénnen es alle unsere Maturanten, laut TIMS-Studie aber nur ca. 60-80 % (je nach
Aufgabenstellung). Ahnliche Ergebnisse wurden auch fiir Oberstufeninhalte erhalten, z.B.
Grundlagen der Vektorrechnung. Die TIMS-Studie war keineswegs die einzige Studie, die das
gezeigt hat. Es hat Studien zu praktisch allen Stoffgebieten der Schulmathematik gegeben.
Allein neun davon wurden am Institut fiir Mathematik der Universitit Wien durchgefiihrt.
Exemplarisch seien hier nur die Untersuchungen von S.KLAUSBERGER (1993) und
J.UNGER (1999) genannt. Die erste dieser Untersuchungen hat insbesondere gezeigt, dass in
Bezug auf den Differenzen- und Differentialquotienten groBe Defizite bestehen, die zweite
Untersuchung hat Analoges fiir das bestimmte Integral gezeigt.

Diese und ihnliche Untersuchungen haben keine groBe Offentlichkeitswirkung entfaltet, weil
sie erstens stets auf ein enges Stoffgebiet eingeschrinkt waren und zweitens nur in nationalem
Rahmen durchgefiihrt wurden. Die TIMS-Studie hat meines Erachtens hauptsichlich deshalb
eine breitere Offentlichkeit erreicht, weil ein internationales Ranking erstellt wurde, bei dem
die &sterreichische Oberstufe nicht besonders gut abgeschnitten hat (was den Medien
immerhin einige Beitriige abgerungen und die Politiker zu Reaktionen herausgefordert hat).
Dieses Ranking gehort allerdings zum eher problematischen Teil der Untersuchung und
wurde von den Autoren der Studie selbst stark relativiert. Es ist schon deshalb nicht besonders
aussagekriftig, weil (mit wenigen Ausnahmen) alle teilnehmenden Staaten nicht ibermiBig
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gut abgeschnitten haben und es in einem solchen Fall relativ unerheblich ist, ob man im ersten
oder letzten Drittel liegt.

Das wesentliche Ergebnis der TIMS-Studie und #hnlicher Studien liegt fiir mich in etwas
Anderem, namlich sehr deutlich gemacht zu haben, dass unseren Maturanten (wie jenen
anderer Linder) grundlegende Kennmisse abgehen, die man als Kernwissen ansehen kann.
Die Tendenz ist dabei bei allen Inhalten dieselbe: Obwohl im Unterricht recht komplizierte
Techniken und relativ komplexe Aufgabenstellungen behandelt werden, bleibt das
Verstindnis des Einfachen und Grundsitzlichen auf der Strecke. (Zur Illustration: Von den
250 Schiilern, die J.UNGER untersucht hatte, konnten praktisch alle Volumina von
Drehkorpern ausrechnen, aber kein einziger [!] konnte sagen, was ein bestimmtes Integral ist.)

c) Allgemeinbildung: In diesem Artikel geht es um die »Allgemeinbildende Hohere Schule®.
Was aber ist am Mathematikunterricht dieser Schule allgemeinbildend? Die Frage ist alt, sie
wird aber spitestens seit dem Erscheinen des Buches ,,Allgemeinbildung und Mathematik*
von H.W. HEYMANN mit groBerer Vehemenz diskutiert. Die erstaunliche Offent-
lichkeitswirksamkeit dieses Buches wurde ebenfalls mit Hilfe der (deutschen) Medien
erreicht, die den Slogan ,,Sieben Jahre Mathe sind genug“ in die Welt gesetzt haben (was
HEYMANN so nie vertreten hat). Wir erleben heute, dass der Mathematikunterricht -
besonders der der Oberstufe - in einer noch nie dagewesenen Weise hinterfragt wird.
Angeblich lernt man in ihm nichts Verniinftiges fiir das Leben nach der Matura. Es ist zwar
unumstritten, dass die meisten Inhalte der Oberstufenmathematik fiir jene niitzlich sind, die
ein naturwissenschaftlich-technisches Studium (oder ein anderes Studium mit Mathe-
matikanteil) anstreben, aber dies ist nur ein sehr kleiner Prozentsatz unserer Maturanten. Die
Frage ist, ob man auch alle jene mit der Oberstufenmathematik , traktieren” muB, die diese
voraussichtlich nie mehr in ihrem Leben brauchen werden. Konnen auch diese Schiiler etwas
vom Mathematikunterricht profitieren? Wenn ja, dann muss der Mathematikunterricht etwas
zur Allgemeinbildung beitragen.

Als Beitrag des Mathematikunterrichts zur Allgemeinbildung wird meist die Vermittlung
allgemeiner formaler Qualifikationen angesehen, die fiir jedermann niitzlich sein konnen, z.B.
Fihigkeiten im Darstellen, Interpretieren, kritischen Denken, produktiven Denken, exakten
Arbeiten, Problemlésen usw. Wir sind von dieser Leistung des Mathematikunterrichts
wenigstens im Prinzip iiberzeugt, auch wenn ein wissenschaftlicher Nachweis nie wirklich
gelungen ist und es im Detail sehr viele Probleme gibt (z.B. mit dem Transfer in
auBermathematische Lebensbereiche). Aus dem Anstreben gewisser formaler Qualifikationen
liBt sich aber nicht schliissig ableiten, welche Inhalte in der Schulmathematik behandelt
werden sollen. Zwar kann man sagen, dass bestimmte Inhalte fiir bestimmte formale
Qualifikationen geeigneter sind als andere, dies reicht aber zu einer Festlegung der Inhalte
nicht aus. Die Frage ist also: Gehort zur hoheren Allgemeinbildung (Oberstufenbildung)
neben dem Besitz gewisser formaler Qualifikationen auch die Kenntnis gewisser Inhalte?
Einige Inhalte wird man leicht ausschlieBen konnen. Z.B. wird niemand ernsthaft behaupten,
daB ein Mensch, der nicht partiell integrieren kann, nicht allgemeingebildet sein kann. Aber
gibt es Inhalte, die keinesfalls ausgeschlossen werden solfen (oder konnen)? Wir sind also
wieder bei der Frage nach den Kernstoffen, die jetzt als Stoffe angesehen werden, die einen
unverzichtbaren Beitrag zur Allgemeinbildung leisten.

Bei der Auswahl der Inhalte hat sich die Schule bislang stark von den (vermeintlichen)
Bediirfnissen der Hochschule leiten lassen. Selbstverstindlich wird man diese Bediirfnisse
nach Moglichkeit beriicksichtigen, doch Allgemeinbildung hat Vorrang. (Das Argument ,Die
Schiiler miissen partiell integrieren lernen, weil der Professor XY das in seinen Ubungen
voraussetzt* ist unzuldssig.) Ich personlich glaube allerdings nicht daran, dass sich
irgendwelche mathematischen Inhalte der Oberstufe ,,objektiv** als unverzichtbar fiir eine
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Allgemeinbildung ausweisen lassen. Die Auswahl der Inhalte kann somit nur einem méglichst
breit und permanent gefithrten Diskussionsprozess entspringen, in dem die besseren
Argumente zihlen.

Mit der Auswahl der Inhalte ist es aber leider noch nicht getan. Wichtiger noch ist die Frage,
welche Aspekte dieser Inhalte so massive Beitrige zur Allgemeinbildung leisten, dass sie als
unverzichtbare Bestandteile eines Kernwissens angesehen werden konnen. In dieser
Diskussion hat sich nun der Terminus ,,Grundvorstellungen* sehr bewihrt. Der Terminus ist
nicht neu (er stammt aus der deutschen Rechendidaktik, siche VOM HOFE 1995), man hat
jedoch erst vor wenigen Jahren begonnen, detaillierter tiber Grundvorstellungen zu den
Inhalten der Schulmathematik nachzudenken. Auf die derzeit gefiihrte (eher akademische)
Diskussion, wie dieser Terminus am besten aufzufassen sei, gehe ich nicht weiter ein. Es
geniigt, wenn man im Folgenden Grundvorstellungen als besonders wichtige (weil allge-
meinbildende) Vorstellungen ansieht, die mit einem bestimmten Inhalt, insbesondere einem
bestimmten Begriff verbunden werden sollen. Die Betonung liegt auf Vorstellungen: die
Schiiler sollen Inhalte nicht nur auf einer unverstandenen verbalen oder symbolischen Ebene
nachplappern kénnen, sondern sie sollen sich darunter etwas vorstellen knnen. (Vorstellen
ist dabei in einem sehr weiten Sinn gemeint, es umfasst nicht nur bildliche Vorstellungen,
sondern auch Titigkeiten, Anwendungsméglichkeiten und andere Arten des Wissens.) Die
Frage, um die es geht, lisst sich also so formulieren: Welche Grundvorstellungen soll eine
Maturantin oder ein Maturant mit den Inhalten der Schulmathematik unter allen Umstinden
verbinden?

In der letzten Zeit habe ich zu beinahe allen Inhalten der Unter- und Oberstufe Listen von
Grundvorstellungen entwickelt, die als Vorlagen fiir weitere Diskussionen dienen konnen.
Exemplarisch stelle ich im Folgenden die Listen fiir die Begriffe des Differenzen- und
Differentialquotienten vor, wobei neben den Grundvorstellungen auch einige Grundfiihig-
keiten angefiihrt werden. Die Wichtigkeit dieser Grundvorstellungen und Grundfihigkeiten
ergibt sich meines Erachtens in erster Linie daraus, dass mit ihrer Hilfe gewisse Begriffe, die
sich als (mittlere) Anderungsraten auffassen lassen, besser verstanden werden. Solche
Begriffe finden sich im tiglichen Leben (z.B. Geschwindigkeit), vor allem aber in den
Naturwissenschaften (z.B. Volumsabnahmegeschwindigkeit, Anderungsrate des Luftdrucks
beziiglich der Hohe, Temperaturgradient, Stromstirke, Empfindlichkeit eines Voltmeters).

Zu jeder Grundvorstellung habe ich exemplarisch eine einfache Kontrollfrage hinzugefiigt,
mit der man {iberpriifen kann, ob die betreffende Grundvorstellung bei einer Schiilerin oder
einem Schiiler vorhanden ist. Dariiber hinaus habe ich sowohl beim Differenzen- als auch
beim Differentialquotienten eine Liste von Musteraufgaben angehéngt, wobei bei jeder
Aufgabe am Anfang angegeben ist, welche Grundvorstellung bzw. welche Grundfihigkeit
durch sie angesprochen wird. Solche Analysen sind meines Erachtens bei der Auswahl von
Aufgaben von groBer Wichtigkeit (auch fiir Lehrbuchautoren). Dabei ist darauf zu achten,
dass zu jeder Grundvorstellung (sofern man sie als unverzichtbar ansieht) geniigend viele
Aufgaben gestellt werden. Andernfalls kann man kaum erwarten, dass Schiilerinnen und
Schiiler diese Grundvorstellungen ausbilden (angeboren sind sie ja leider nicht).

Die erwihnten Kontrollaufgaben und vielleicht auch einige der Musteraufgaben werden so
manchem mdglicherweise als zu trivial erscheinen, um sie zu einer Priifung, zu einer Schul-
arbeit oder gar zur Matura zu stellen. Doch wire gerade dies vonnéten. Denn die vordringliche
Aufgabe des Mathematikunterrichts der Oberstufe ist es, das Vorhandensein dieser Grund-
vorstellungen und Grundfihigkeiten bei unseren Maturanten zu sichern und dies erfordert
permanente Wiederholung und permanente Kontrolle. Eine praktikable Mbglichkeit, einfache
Kontrollfragen unterzubringen, besteht darin, eine Aufgabe in a), b), ¢), ..... zu unterteilen,
wobei a) eine einfache Kontrollfrage enthilt und die restlichen Teile der Aufgabe andere
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Anforderungen (z.B. in rechentechnischer Hinsicht) stellen. Wir brauchen jedenfalls in
unserem Priifungssystem den Mut zum Einfachen. Es niitzt beispielsweise nichts, wenn bei der
Matura eine ,eintrainierte Show* abgezogen wird, dabei aber das Verstindnis grundlegendster
Dinge nicht vorhanden ist. Man erinnere sich in diesem Zusammenhang daran, dass die TIMS-
Studie und andere Studien gezeigt haben, dass vor lauter Uben des Komplizierten das Einfache
auf der Strecke bleibt. Solange wir dem nicht ernsthaft entgegentreten, ist zu befiirchten, dass
zukiinftige Studien (die mit Sicherheit in regelmdBigen Abstinden kommén werden) dhnlich
schlechte Ergebnisse erbringen werden wie die TIMS-Studie.

2. Grundvorstellungen zum Differenzenquotienten (zur mittleren
Anderungsrate)

Grundvorstellung 1 (Differenzenquotient als Verhdltnis): Der Differenzenquotient (die
mittlere Anderungsrate) von f in [a,b] bzw. [b,a] ist

f(b) — fa)
b—-a
In Worten : Der Differenzenquotient ist gleich dem Verhéltnis der Anderung der .
Funktionswerte zur Anderung der Argumente.

o}
o

I_iontrollfrage : Gegeben sei eine reelle Funktion f. Schreib die mittlere
Anderungsrate von f im Intervall [1;3] sowie im Intervall [u,v] an! Wie lauten
diese mittleren Anderungsraten, falls f(x) = x2?

Grundvorstellung 2 (Differenzenquotient a}s mittlere Anderung pro Einheit): Der )
Differenzenquotient (die mittlere Anderungsrate) ist gleich der mittleren Anderung
der Funktionswerte pro Argumenteinheit.

Kontrollfrage : Zeichne den Graphen der Funktion f mit f(x) = £ - x2 im Intervall
[0;4] !
a) Um wie viel wichst f(x), wenn x von 0 auf 1 erhéht wird? Um wie viel wichst

f(x), wenn x von 3 auf 4 erhéht wird?
b) Um wie viel wichst f(x) im Mittel im Intervall [0;4], wenn x um 1 erhéht wird?

Grundvorstellung 3 (Differenzenquotient als Faktor):
f-(%)—-}—-i(gl =m = f(b) -f(a) = m-(b~-a)
In Worten: Der Differenzenquotient (die mittlere Anderungsrate) ist gleich dem
Faktor, mit dem die Anderung der Argumente multipliziert werden muB, um die
Anderung der Funktionswerte zu erhalten. Oder: Multipliziert man die Anderung
der Argumente mit dem Differenzenquotienten (der mittleren Anderungsrate), erhilt
man die Anderung der Funktionswerte.

Kontrollfrage : Gegeben sei eine monoton wachsende reelle Funktion f. Wenn x
von u auf v erhoht wird, wieviel mal stirker wiichst dabei f(x) als x ? Falls f(x) = x?
und x von | auf 3 erhoht wird, wieviel mal stirker wichst dann f(x) als x ?
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Grundvorstellung 4 (Vorzeichen des Differenzenquotienten): Ist der Differenzenquotient

(die mittlere Anderungsrate) von f in [a,b]
- positiv, so steigt f insgesamt in [a,b] (f muB aber nicht monoton steigend in

(a,b] sein),
- negativ, so fillt f insgesamt in [a,b] (f muB aber nicht monoton fallend in [a,b]

sein),
- gleich 0, so ist f insgesamt in [a,b] weder steigend noch fallend (f muf aber

nicht konstant in [a,b] sein).

Kontrollfrage : Skizziere den Graphen einer nichtlinearen Funktion f im Intervall
{a,b], deren Differenzenquotient in diesem Intervall a) positiv, b) negativ, c) gleich

0 ist!

Grundvorstellung 5: Der Differenzenquotient einer linearen Funktion ist in jedem Intervall
gleich der Steigung der linearen Funktion. [Die Schiiler sollen dies auch begriinden

kdénnen.]

Kontrollfrage : Gegeben sei eine lineare Funktion f mit f(x) =k-x +d . Wie grof3
ist der Differenzenquotient dieser Funktion im Intervall [a,b] ? Beweise deine

Antwort!

Lo

Grundvorstellung 6: Der Differenzenquotient von f in [a,b] ist |
gleich der Steigung der zugehdrigen Sekantenfunktion s.
(Die Funktion f muf3 aber nicht in der Nihe der
- Sekantenfunktion verlaufen.)

Kontrollfrage : Wie hingt der Differenzenquotient
einer Funktion f in einem Intervall [a,b] mit der
linearen Funktion durch die Punkte (a,f(a)) und (b,f(b))
zusammen? Skizze!

3. Grundfihigkeiten zum Differenzenquotienten (zur mittleren
Anderungsrate)

Grundfihigkeit 1 : Die Schiiler sollen den Differenzenquotienten einer vorgegebenen
Funktion in einem vorgegebenen Intervall angeben konnen (auch aus Graphen
herauslesen kénnen). Umgekehrt sollen sie Funktionen mit vorgegebenen

Differenzenquotienten angeben kénnen.

Grundfihigkeit 2 (Anwenden): Die Schiiler sollen den Differenzenquotienten in mdglichst
vielen Anwendungssituationen deuten kénnen.

Grundfihigkeit 3 (Grundwissen) : Die Schiiler sollen die Leibniz’sche Schreibweise fiir
den Differenzenquotienten kennen und anwenden konnen:
) - f(a) _ Af(x) _ Af Ay
b-a Ax Ax Ax
Grundfihigkeit 4 (Grundwissen): Die Schiiler sollen insbesondere die mittlere Geschwin-
digkeit als mittlere Anderungsrate einer Zeit-Ort-Funktion interpretieren kdnnen.




- 72 -

4. Einige Musteraufgaben zum Differenzenquotienten (zur mittleren
Anderungsrate)

1 [GV I, GF 1] Berechne die mittlere Anderungsrate von f im angegebenen Intervall :
a) ix-3x2 , [1;51  b) fixo 2x-1, [-2;4] 0 fx>2 (522

2 [GV 1, GF 1] Gib die mittlere Anderungsrate der nachstehenden Funktion im
angegebenen Intervall an:

a) x— f(x) , [a,a+h] c) t—= N(), [totott] e) r - A(r), [r,,r,]
b) y— T(y), [c-hi] d) z— y(2) , [-Z020] f) z = F@), [z,2°]

3 [GV 1, GF 1] Gib den Differenzenquotienten der Funktion f im angegebenen Intervall an:
2 fx)=x2, [aa+h] b fO=1, [to] ) f)= 34 iyl

4 [GV 1, GF 1] Gib drei verschiedene Funktionen an, deren Differenzenquotient im
Intervall [0;1] genau 1 betréigt! Skizziere die Graphen dieser Funktionen!

5 [GV, GF 1] Gib zwei verschiedene Funktionen an, die beide im Intervail [0;2] die
mittlere Anderungsrate a) 2, b) -1, ¢) 0 haben ! Skizziere die Graphen dieser Funktionen!

6 [GV 4] Gib eine Termdarstellung einer Funktion f und ein Intervall [a,b] an, sodaB
a) fin [a,b] einen positiven Differenzenquotienten hat, aber in [a,b] nicht monoton
steigend ist,
b) f in [a,b] einen negativen Differenzenquotienten hat, aber in [a,b] nicht monoton fallend
ist!

7 [GV 1, GV 4] Zeichne die Graphen zweier verschiedener Funktionen im Intervall [1;8] ,
die beide
a) in [1;4] insgesamt steigen, in [4;6] insgesamt fallen und in [6;8] wieder insgesamt
steigen, aber in keinem dieser Intervalle monoton steigend oder fallend sind,
b) in [1;3] die mittlere Anderungsrate -1, in [3;5] die mittlere Anderungsrate 2 und in
[5:8] die mittlere Anderungsrate 0 haben!

8 [GV 1] Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = 3-x2 .In welchem Verhiltnis steht die
Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente im Intervall a) [1;4],
b) [0;10], c) [50;100] ?

9 [GV 1] Das Volumen einer Kugel mit dem Radius r ist gegeben durch V(r)= 7 - . In
welchem Verhiltnis steht die Volumszunahme zur Radiuszunahme, wenn ein Luftballon
vom Radius 10 ¢m auf den Radius 15 cm aufgeblasen wird?

10 [GV 2] Es sei s die Kantenlidnge eines Wiirfels, V(s) das Volumen und O(s) der
Oberflicheninhalt des Wiirfels. Die Kantenldnge s wird von 1cm auf 10cm vergroBert.
Um wie viel nimmt dabei a) das Volumen, b) der Oberflicheninhalt im Mittel pro cm zu?

11 [GV 3] Gegeben ist die folgende monoton wachsende Funktion f . Wieviel mal stirker
wichst f(x) als x , wenn x von x, auf x, wichst?
a) fx)=x , x;=1, x;=4 ¢) f(x)=x2, x;=0, x,=10
b) f(X) = 72X, X|=[, X2=4 d) f(X) = 2x , X|=0, Xz-‘-‘-lo
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12 [GV 1,2,3] Gegeben sei eine Funktion f. Beschreibe die folgende Gleichung bzw.
Ungleichung auf méglichst viele Arten:

£(20) - £(10) _ f(x +a)—f(x) _ fla+1)~fa—1 f(u) - £(0) _
14 b) =2 —==b o) >0 &) 2= =0

2) —— = .

10

13 [GV 1,4,6] Gegeben ist die nebenstehend abgebildete Funktion f.
a) In welchen der Intervalle {0;2], [2;5] und [5;8] ist der ]

Differenzenquotient positiv, in welchen negativ, in welchen

gleich 0 ? Beantworte diese Frage, ohne zu rechnen!
b) Berechne die Differenzenquotienten von f in diesen

Intervallen!

> [\*] ($3) -
I
_—
(

¢) Zeichne die Sekantenfunktionen in diesen Intervallen
ein und gib die Steigungen dieser Funktionen an !

of 4 =z 3 4 5 &

14 [GF 4] Fiir einen frei fallenden Korper ist eine Zeit-Ort-Funktion s durch s(t) =%-- 2 ge-

geben. (Dabei wird vorausgesetzt, daB der freie Fall zum Zeitpunkt 0 beginnt und s(0) = 0
ist.) Wird t in Sekunden und s(t) in Metern gemessen, dann ist g = 9,81 m/s? = 10 m/s2.
Wir betrachten daher die Zeit-Ort-Funktion s mit s(t) = 5- t2 Berechne die mittlere

Geschwindigkeit im Zeitintervall:
a) [0;1] b) [1;2] c) [2:3] d) [1;10]

15 [GV 1,2,3, GF 3] Berechne égf—) im angegebenen Intervall und deute das Ergebnis!

a) fix— x2,[24] b) fix—= x3,[1;5] co)fix—x,[47] d) fix -+, [3;5]

16 [GV 1,2,3, GF 3] Gegeben sei die Funktion f: x — 2x2% Wenn x um Ax wichst, so
wachse f(x) um Ay.
a) In welchem Verhiltnis steht Ay zu Ax, wenn Ax = 1007
b) Wie groB ist Ay im Mittel fiir Ax=17?
¢) Wievielmal gréBerist Ay als Ax, wenn Ax = 10?

17 [GV 1,2] Wird ein Stein ins Wasser geworfen, so breitet sich vom Aufprallpunkt eine
kreisformige Welle aus.

a) Stelle eine Formel auf, mit der man berechnen kann, um wie viel der
Kreisflicheninhalt wichst, wenn der Radius von r Meter auf r+1 Meter wichst!
Berechne mit Hilfe dieser Formel, um wie viel der Flicheninhalt des Kreises wichst,
wenn der Radius von 1 auf 2 Meter, von 2 auf 3 Meter, ....... , von 9 auf 10 Meter
wichst! Berechne das arithmetische Mittel dieser Zunahmen!

b) Um wie viel wichst der Flicheninhalt des Kreises im Mittel pro Meter Radius, wenn
der Radius von | auf 10 Meter wichst? Vergleiche dieses Ergebnis mit dem unter a)
berechneten arithmetischen Mittel! Warum ergibt sich annahernd derselbe Wert?

18 [GV 1] Der Graph der Funktion f: x — x2 wird mit steigenden Argumenten in R immer

nsteiler®.

a) Uberpriife dies durch Berechnung der Differenzenquotienten in den Intervallen [0;1],
(10;11} und (100;101]!

b) Zeige allgemein: Sind [a,b] und [c,d] zwei Intervalle mita <cund b <d, dann ist der
Differenzenquotient von f in [a,b] kleiner als der in [c,d].
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19 [GV 1] Es sei f eine auf [a,b] definierte reelle Funktion. Wann heifit f streng monoton
steigend bzw. streng monoton fallend in [a,b]? Beweise mit Hilfe dieser Definition:

f(x,;)— f(x,)

> 0, dann ist f streng
X=X

a) Ist fiir alle xy,x2e [a,b] der Differenzenquotient

monoton steigend in [a,b].

b) Ist fiir alle x,,x2¢ [a,b] der Differenzenquotient w < 0, dann ist f streng
2 1

monoton fallend in [a,b].

20 [GF 2] Gib moglichst viele Deutungen der mittleren Anderungsrate f—(b%—-—_‘—g—(-z—i)- in

Anwendungssituationen an!

Mdigliche Losung :
) .=

s(t) = Ort zum Zeitpunkt t &;:%@- = mittlere Geschwindigkeit im Zeitintervall [a,b]
V(t) = Volumen zum Zeitpunkt t X%::/ﬁ = mittlere Volumszunahmegeschwindigkeit

beim Fiillen eines Gefifles im Zeitintervall [a,b]
p(h) = Luftdruck in der Hohe h ﬂ.‘.’&? = mittlere Anderungsrate des Luftdrucks

beziiglich der Hohe im Hohenintervall [a,b]

V(p) = Volumen beim Druck p E}:—:{—(ﬂ = mittlere Anderungsrate des Volumens beziiglich des

in einem Kolben Druckes in einem Kolben im Druckintervall [a,b]

5. Grundvorstellungen zum Differentialquotienten (zur Anderungsrate)

Grundvorstellung 1: Der Differentialquotient (die Anderungsrate) ist der Grenzwert des
Differenzenquotienten (der mittleren Anderungsrate).
F(x) = lim (=)
z>X Z-X

Kontrollfrage: Was versteht man unter dem Differentialquotienten f*(x) ?

Grundvorstellung 2: Der Differentialquotient (die Anderungsrate) f‘(x) ist ndherungsweise
gleich dem Differenzenquotienten (der mittleren Anderungsrate) von f in einem sehr
kleinen Intervall um x . Das bedeutet:

- Der Differentialquotient (die Anderungsrate) f*(x) ist ungefihr gleich dem
Verhiltnis der Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente in der
Nihe von X.

- Der Differentialquotient (die Anderungsrate) f*(x) ist ungefahr gleich der
mittleren Anderung von f pro Argumenteinheit in der Nahe von x. [Nur sinnvoll,
wenn die Argumenteinheit klein im Vergleich zur betrachteten Umgebung von x
ist.] .

- Der Differentialquotient (die Anderungsrate) ist ungefahr gleich dem Faktor, mit
dem die Anderung der Argumente multipliziert werden muB, um die Anderung
der Funktionswerte zu erhalten, sofern man in der Néhe von x bleibt.

Kontrollfrage: f(x) = x2. Berechne {*(3) ! Deute das Ergebnis auf moglichst viele
Arten!
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Grundvorstellung 3: Der Differentialquotient (die Anderungsrate) einer linearen Funktion
ist an jeder Stelle gleich der Steigung der linearen Funktion. [Die Schiiler sollen
dies auch begriinden kénnen.]

Kontrollfrage: Gegeben sei die lineare Funktion f: x — kx+d. Wie groB ist f(x)?

Grundvorstellung 4: Der Differentialquotient (die Anderungsrate) f*(x) ist gleich der
Steigung von f an der Stelle x bzw. gleich der Steigung der Tangente an den

Graphen von f im Punkt (x,f(x)).

Kontrollfrage: f(x) =x2.
a) Wie groB ist die Steigung von f an der Stelle 5 ?
b) In welchen Punkten hat die Tangente an den Graphen von f die Steigung 10 ?

6. Grundfihigkeiten zum Differentialquotienten (zur Anderungsrate)

Grundfihigkeit 1: Die Schiiler sollen fiir einfache Funktionen den Differenzenquotienten
(die Anderungsrate) f*(x) als Grenzwert dcs Differenzenquotienten (der mittleren

Anderungsrate) ermitteln kdnnen.

Grundfahigkeit 2 (Anwenden): Die Schiiler sollen den Differentialquotienten (die
Anderungsrate) in moglichst vielen Anwendungssituationen deuten konnen.

Grundfihigkeit 3 (Grundwissen): Die Schiiler sollen insbesondere wissen, da8 die Begriffe
" Mittlere Geschwindigkeit in einem Zeitintervall” und ,,Geschwindigkeit in einem
Zeitpunkt* zwei verschiedene Begriffe sind und sollen erldutern konnen, wie diese

beiden Begriffe miteinander zusammenhangen.

Grundfihigkeit 4 (Grundwissen): Die"Schiiler sollen die Leibniz’sche Schreibweise fiir
den Differentialquotienten (die mittlere Anderungsrate) kennen und anwenden kdnnen :
df(x) _ .. . Af(x) dy . Ay
dx Jii“o AX bzw. dx ~ AQ,‘B Ax

Grundfshigkeit 5: Die Schiiler sollen in der Lage sein, verschiedene Begriffe (insbesondere
physikalische Begriffe) als Anderungsraten zu definieren.

Grundfahigkeit 6: Die Schiiler sollen in der Lage sein, Steigungen vorgegebener
Funktionsgraphen als Anderungsraten in Anwendungssituationen zu interpretieren.

7. Einige Musteraufgaben zum Differentialquotienten (zur
Anderungsrate)

1 [GF 3] Die Schockwelle einer atomaren Explosion breite sich annihernd nach der

Gleichung
s(h=1,612+3,2t (0<t<10)
aus, wobei s(t) die Entfernung (in km) vom Explosionszentrum nach t Sekunden ist.
a) Berechne die mittlere Ausbreitungsgeschwindigkeit im Zeitintervall {0;10] sowie die
Ausbreitungsgeschwindigkeit zu den Zeitpunkten 2, 4, 6, 8 und 10!
b) Wie lange braucht die Schockwelle bis zu einem 63 km vom Zentrum entfernten Ort
und welche Ausbreitungsgeschwindigkeit hat sie dort?
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2 [GV 1, GF 5] Die kinetische Energie (Bewegungsenergie) eines Autos, dessen
Geschwindigkeit gleichmiBig zunimmt, sei gegeben durch E(t) = 5000 - t2, wobei t in
Sekunden und E(t) in Joule gemessen wird.

a) Berechne die Zunahme der kinetischen Energie in den Zeitintervallen [0;10] und
[1,5:2}!

b) Definiere den Begriff , Mittlere Energiezunahmegeschwindigkeit im Zeitintervall
[t,z] bzw. [z,t]*!

¢) Gib eine Formel fiir die mittlere Energiezunahmegeschwindigkeit im Zeitintervall
[t,z] bzw. [z,t] an! Berechne mit dieser Formel die mittlere Energiezunahme-
geschwindigkeit in den unter a) genannten Intervallen! In welchem dieser Intervalle
nimmt die Energie im Mittel am schnellsten zu?

d) Es sei E‘(t) die ,,Energiezunahmegeschwindigkeit zum Zeitpunkt t*. Definiere diesen
Begriff!

e) Gib eine Formel fiir E‘(t) an und berechne mit dieser Formel, wie schnell die
kinetische Energie zum Zeitpunkt 1, 2, 10 bzw. 15 zunimmt!

3 [GV 1, GF 5] Ein kugelfdrmiger Ballon wird aufgeblasen. Sein Oberflicheninhalt beim
Radius r ist gegeben durch O(r) = 4 w12 Dabei wird r in cm und O(r) in cm? gemessen.
a) Ist die Zunahme des Oberflicheninhalts groBer, wenn der Radius von 5cm auf 6¢cm
oder wenn er von 60cm auf 60,1 cm wichst? Schétze zuerst und rechne dann!

b) Was versteht man unter der mittleren Zunahme des Oberflicheninhalts beziiglich des
Radius im Radiusintervall [r,z] bzw. [z,r]?

¢) Gib eine Formel fiir die mittlere Zunahme des Oberfldcheninhalts beziiglich des
Radius im Radiusintervall [r,z] bzw. [z,r] an! Berechne mit dieser Formel die mittlere
Zunahme des Oberflicheninhalts beziiglich des Radius in den beiden unter a)
angefiihrten Fillen!

d) Es sei O‘(r) die ,,Zunahme des Oberflicheninhalts beziiglich des Radius beim
Radius r*. Definiere diesen Begriff! )

e) Gib eine Formel fiir O‘(r) an und berechne mit dieser Formel, wie schnell der
Oberflicheninhalt beim Radius 5 bzw. 60 wichst!

4 [GV 1] Die Seitenlinge eines Quadrats wird von 5 cm auf 10 cm bzw. von 40 cm auf 41

cm vergroBert. )
a) Schitze zuerst, in welchem Fall die Anderung des Flicheninhalts grofer ist, und

rechne nach!

b) Berechne die mittlere Anderungsrate des Flicheninhalts beziiglich der Seitenldnge in
den Intervallen [5;10] und [40;41}!

c) Stelle eine Formel fiir den Differentialquotienten der Funktion A: s — A(s) =s?auf
und berechne A‘(5) und A‘(40)!

5 [GV 1] Wie Aufgabe 4, nur mit dem Umfang U(s) = 4 s anstelle des Fliacheninhalts A(s).

6 [GV 1] Stelle eine Formel fiir den Differentialquotienten f*(x) auf und berechne f*(1) :
a) f(x) = x2 b) f(x) =x2-x c) f(x) = —%— d) f(x) = - 1_2

7 [GV 1] Wenn ein Stein ins Wasser geworfen wird, geht vom Aufprallpunkt eine
kreisformige Welle aus. Die Wellenfront ist daher ein Kreis mit wachsendem Radius r.
Wir betrachten die Funktion A: r = A(r), die jedem Radius r den Flicheninhalt A(r)des

Kreises zuordnet.
a) Berechne die mittlere Anderungsrate des Kreisflicheninhalts A im Radiusintervall

[5;10]!
b) Stelle eine Formel fiir di_e Anderungsrate des Kreisfldcheninhalts beziiglich des Radius
auf und berechne diese Anderungsrate beim Radius 5 bzw. 10 (m)!
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[GV 1] Wie Aufgabe 7, nur mit dem Umfang U(r) anstelle des Kreisflicheninhalts A(r).

[GV 1] Ein Gas wird in einem Behiter auf konstanter Temperatur gehalten und

komprimiert. Dabei entspreche jedem Volumen V der Druck p(V) szQ’ wobei V in m?

und p(V) in Hektopascal gemessen wird.
a) Wie groB ist die mittlere Druckinderung im Volumsintervall [0,10;0,15]?
b) Wie groB ist die Anderungsrate des Druckes beziiglich des Volumens beim Volumen

0,10 bzw. 0,157

[GV 1,2] Skizziere den Graphen der Funktion f: x — x2!
a) Berechne den Differentialquotienten von f an der Stelle 2!
b) Berechne den Differenzenquotienten von f im Intervall [1,9;2,1] bzw. [1,99;2,01]! Wie

groB ist jeweils der Unterschied zu £(2)?

[GV 1,2] Gegeben ist die Funktion f: x —x>+1.

a) Berechne f*(-3)!
b) Was sagt das Ergebnis von a) iiber das Verhalten von fim Intervall [-3,01;-2,99] aus?

(GV 4]
a) Berechne die Steigung der Funktion f: x — 4 - - x2an den Stellen -2 und 1 und

iiberpriife die Ergebnisse anhand einer Zeichnung!
b) Ermittle anhand des Graphen der Funktion f die Steigung an den Stellen -1 und 3

und iiberpriife die Ergebnisse durch Rechnung!

[GV 4] Zeichne den Graphen der Funktion a) f: x — x2,b)fix = %

Berechne die Steigung von f an den Stellen 2 und -1 und iiberpriife das Ergebnis an einer
Zeichnung!

, o)fix— x3!

[GV 4] Zeichne die Funktion f fiir -3<x< 3!
a) f: x— x2-1 b)fix— x-x2 c)fix— x+71(-

Berechne die Steigung der Funktion an den Stellen -3, -1, 1,3 und verwende diese Werte,
um die Tangenten in den entsprechenden Punkten zu zeichnen!

[GV 4] Gegeben ist die Funktion f: x— 4 - x2 . Berechne jene Stellen, an denen die

Steigung der Funktion f den Wert a) 3, b) -1, ¢) 0, d) -4 hat! Uberpriife das Ergebnis
anhand einer Zeichnung !

[GF 4] Fiir den Luftdruck p(h) in der Hoéhe h iiber dem Meeresniveau gilt:

2) %ﬂ‘—) ~ k- p(h) b) 9%:‘1 ~k-p(h)  (keR*konstant)

Formuliere diese Beziehung in Worten!

[GF 4] Beim radioaktiven Zerfall zerfallen die Teilchen eines radioaktiven Stoffes (d.h.
sie wandeln sich in Teilchen anderer Stoffe um). Ist N(t) die Anzahl der (noch
unzerfallenen) Teilchen zum Zeitpunkt t, so gilt:

a) é-NA—t(—t)z -A- N() b) d—I;It(E)- = -\ - N(t) (AeR* konstant)

Formuliere diese Beziehung in Worten!
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18 [GV 1,GF 2] Die Geschwindigkeit des Blutes in einem Blutgefi8 ist

nicht an allen Stellen gleich gro8. In der Mitte ist sie am groften,

an den Winden nahezu 0. Theorie und Messungen zeigen, da3

die Blutgeschwindigkeit im Abstand r von der Mitte ungefihr

v = C (R%r?) betrigt, wobei R der durchschnittliche Radius des

BlutgefdBes und C eine positive Konstante ist.

a) Berechne die Anderungsrate der Blutgeschwindigkeit
beziiglich des Abstandes r! Was bedeutet es, da diese
Anderungsrate negativ ist?

b) Wenn jemand Alkohol zu sich nimmt, erweitern sich die BlutgefaBe. Nimmt dadurch
die Blutgeschwindigkeit in einem bestimmten Abstand r ab oder zu? Hat dies einen
EinfluB auf die in a) berechnete Anderungsrate? :

19 [GV 4] Gegeben sei der Graph der Zeit-Ort-Funktion s: t =2, Zeige, da3 die Gerade

durch die Punkte (a,a?) und (b,b?) parallel ist zur Tangente an der Stelle QZ—b- ! Wie kann

dieses Ergebnis mit Hilfe von Geschwindigkeiten formuliert werden?

20 [GV 4] Gegeben sei der Graph der Funktion f:x — x3. Zeige, da die Gerade durch die
Punkte (a,a3) und (b,b%) parallel ist zur Tangente an den Graphen an der Stelle
[, 1 2
\ a“+ab+b”
—

21 [GV 4] Zeige fiir f: x >x" (neN*), daB die Tangente an den Graphen im Ursprung mit
der 1.Achse iibereinstimmt, wenn n>1 ist! Was gilt fiir n=1?

22 [GF 4] Zeige, daf} die durch die folgende Formel gegebene Funktion die angegebene
Gleichung erfiillt:
dz

co WY —cosot; AL L P U A
a)y-Cx’.cix ” b) r=C- 9+ ' dg (p-(p c)z-2 x2 %’ X dx ZZ-C
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